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ОСНОВНІ ГЕОМЕТРИЧНІ ПОНЯТТЯ ПРИ ВИВЧЕННІ МЕТРИЧНИХ

ПРОСТОРІВ МАЙБУТНІМИ ВЧИТЕЛЯМИ МАТЕМАТИКИ

З метричними просторами здобувачі освітнього рівня «бакалавр» за 

спеціальністю «014.04 Середня освіта (математика)» знайомляться при 

вивченні функцій декількох змінних у курсі математичного аналізу. 

Ознайомлення з геометричними аспектами теорії метричних просторів слід 

розпочинати з введення основних геометричних понять на основі аксіом 

відстані між точками метричного простору. 

Відстань  між  двома  різними  точками  x  і  y  простору  X  є

функціоналом ρ ( x , y ) , що задовольняє трьом умовам (аксіомам) відстані: 

а) ρ ( x , y )>0 , б) ρ ( x , y )=ρ ( y , x ) , в) ρ ( x , z )≤ ρ ( x , y )+ρ ( y , z ) ,

для  будь-яких  різних  точок  x ,  y ,  z  простору.  Якщо  ці  аксіоми

виконуються, то функціонал  ρ  називають метрикою простору  X , а сам

простір – метричним, і  позначають  (X , ρ) .  У випадку коли нерівність в)

перетворюється  у  рівність,  кажуть,  що  точки  x ,  y ,  z  розміщені

прямолінійно у просторі X  [1, с. 527]. 

Кут у просторі (X , ρ)  можна розглядати як упорядковану трійку точок

цього простору [2, с. 383]. 

Означення  1.  Нехай  x ,  y ,  z  –  довільні  різні  точки  простору

(X , ρ) . Упорядковану трійку (x , y , z)  цих точок будемо називати кутом з

вершиною  у  точці  y ,  і  позначати:  ∠(x , y , z) .  Пари  точок  (x , y )  і

( y , z ) , при цьому, будемо називати сторонами кута.

Для  числової  характеристики  кута  можна  використати  теорему

косинусів, оскільки вона містить відстані між кожною парою точок з трьох

заданих [2, с. 383]. 

Означення  2.  Нехай  x ,  y ,  z  –  довільні  різні  точки  простору

(X , ρ) .  Характеристикою  кута   ∠(x , y , z) ,  або  кутовою



характеристикою,  будемо  називати  дійсне  число  φ(x , y , z ) ,  що

знаходиться за формулою: 

φ ( x , y , z )=
ρ2 ( x , y )+ ρ2 ( y , z )−ρ2 ( x , z )

2 ρ ( x , y ) ρ ( y , z )
.

За допомогою кутової характеристики достатньо просто можна ввести

поняття  плоского розміщення  точок  метричного простору  [2,  с.  387]. Для

цього використаємо компактніші  позначення  відстані  між точками  x i  та

x j ,  і  характеристики  кута  ∠ (x i , x j , xk) ,  поклавши:  ρ (x i , x j )=ρij ,

φ (x i , x j , xk )=φijk . При таких позначеннях плоске розміщення чотирьох точок

метричного простору можна означити наступним чином [2, с. 387].

Означення  3. Будемо  казати,  що  різні  точки  x1, x2, x3, x4  простору

(X , ρ)  плоско розміщені, якщо хоча б для однієї з цих точок (наприклад, для

точки x1 ) виконується рівність: 1+2φ213φ214φ314−φ213
2

−φ214
2

−φ314
2

=0.

У  геометрії  Евкліда  рівність  наведена  у  Означенні  3  означає,  що

тетраедр з вершинами у точках x1, x2, x3, x4  має нульовий об’єм [3, с. 71].

Кутову характеристику можна  використати  і  для  означення

прямолінійного розміщення точок  x i , x j , xk .  При цьому буде виконуватись

рівність: φ213
2

=1.  Ця рівність рівносильна двом: φ213=1  і φ213=−1 . У обох

випадках точки x i , x j , xk  будуть розміщені прямолінійно [4, с. 46-47]. 

Деякі класичні теореми з геометрії Евкліда можна переформулювати у

термінах метричної геометрії [5, с. 89-91]. 

Теорема 1. Якщо для трьох різних точок  x1, x2, x3  простору  (X , ρ)

виконується рівність: φ123=0 ,  то справедлива рівність:

ρ13
2
=ρ12

2
+ ρ23

2 .

Теорема 1 є аналогом теореми Піфагора для прямокутного трикутника. 

Теорема  2.  Для  довільних  трьох  різних  точок  x1, x2, x3  простору

(X , ρ)  виконується рівність: 

ρ13=ρ12φ213+ ρ23φ132 .

Теорема 2 є аналогом формули проєкцій у геометрії Евкліда. 
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